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1 点推定

1.1 不偏性，有効性，一致性

1.1.1 不偏性

大きさ nのサンプルから作られる母数 θの推定量 θ̂(X1, X2, · · · , Xn)が，

E(θ̂(X1, X2, · · · , Xn)) = θ (1)

を満たすとき，θ̂(X1, X2, · · · , Xn)を θの不偏推定量といい，その実現値 θ̂(x1, x2, · · · , xn)を不
偏推定値という。
つまり，サンプルを何回もとると，θ̂(X1, X2, · · · , Xn)が母数 θを平均値として分布すること

を意味している。この性質を不偏性という。

不偏分散の不偏性 (証明は手書きの部分)

標本平均の不偏性 (証明は手書きの部分)

1.1.2 有効性

2つの不偏推定量 θ̂1(X1, X2, · · · , Xn)，θ̂2(X1, X2, · · · , Xn)に対して，

V (θ̂1) 5 V (θ̂2) (2)

であるとき，θ̂1は θ̂2より有効な推定量といい，分散が最小の推定量を有効推定量という。

クラーメル・ラオの不等式

V (θ̂(X1, X2, · · · , Xn)) = 1

nE[{∂ log f(X;θ)
∂log θ

}2]
(3)

上の不等式において等号が成立するような θ̂が存在すれば，分散の最小の不偏推定量であり，有
効推定量となる。
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例 1： ある分布の期待値を推定したい，手元にデータX1, X2, X3，良い推定量は次のどれで
しょう？

(1) Y = X1+X2+X3
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(2) Z = 2X1+X2+X3
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問：

(a) Y，Zは不偏推定量であるかどうか

(b) 不偏なら，分散の小さいほうはどれでしょう

(解答は手書きの部分)

例 2： 正規母集団 N(µ, σ2)からの大きさ nのサンプルX1, X2, · · · , Xnに対して，標本平均

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xiは，母平均 µの有効推定量である。(証明は手書きの部分)

1.1.3 一致性

任意の正数 εに対して，

lim
n→∞

P (|θ̂(X1, X2, · · · , Xn) − θ| < ε) = 1 (4)

であるとき，θ̂を θの一致推定量といい，θ̂(X1, X2, · · · , Xn)を一致推定値という。θ̂は θに確率
収束する。

1.2 推定の方法

推定量を求める方法に，最尤推定法とモーメント推定法がある。

1.2.1 最尤法（最尤推定法）

尤度関数 x1, x2, · · · , xnの同時確率密度関数 f(x1, x2, · · · , xn; θ)をパラメータ θの関数とみて，

L(θ) = f(x1, x2, · · · , xn; θ) (5)

を尤度関数と呼ぶ。L(θ)は尤度と呼ぶ。母数 θがとりうる値の集合を母数空間と呼び，Θで
表す。
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最尤推定値＆最尤推定量 確率変数 x1, x2, · · · , xnが互いに独立に同一の分布に従うならば，尤
度関数は xiの確率密度関数 f(xi; θ)の積となる。

L(θ) = f(x1, x2, · · · , xn; θ) = f(x1, θ)f(x2, θ) · · · f(xn, θ) =
n∏

i=1

f(xi, θ) (6)

最尤法は尤度関数を母数区間Θで最大にするものを推定値や推定量とするもので，尤度関数を
最大にする値が最尤推定値，関数としては最尤推定量である。

対数尤度関数 尤度関数を最大にすることと，その対数を最大にすることとは同じなので，計
算上に利用しやすいため，通常は，対数尤度関数

log L(θ) = log
n∏

i=1

f(xi, θ) =
n∑

i=1

log f(xi, θ) (7)

のほうを求める。

例 3： くじの当たる確率 pを推定したい，n人が，一人m回ずつくじを引く。i人目が当たっ
た本数をXiとする，データX1, X2, · · · , Xnが得られたときに，pの最尤推定量を求めよう。(解
答は手書きの部分)

例 4： 正規分布N(µ, σ2)に従う標本から最尤推定量を求める。(解答は手書きの部分)

1.2.2 モーメント推定法

(略)
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